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摘要：本文构建了基于投资指数 RN 和风险指数 I 的 RN&I 投资组合模型，给出了模型的解

析解，刻画了投资者的投资决策行为，阐述了投资者形成最优投资组合的机理。在模型中通

过引入反正切三角函数来刻画风险暴露给投资者带来的“S”型风险感受，是对线性风险感

受的一种补充和改进。与 Markowitz 均值－方差模型求解最优投资组合的方法有所不同，

RN&I 投资组合模型为最优投资组合的构建提供了新思路、新方法。 
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1 引言 
Markowitz(1952)提出的关于投资组合的均值－方差方法1，成为金融投资理论研究的主

要论题和决策实践的重要工具，构成了现代投资组合理论的核心基础。其基本思想是将资产

的收益(率)看成是随机变量，用收益(率)的期望度量投资收益，用收益(率)的方差度量投资收

益的风险，在期望收益给定的条件下，最小化风险(或者在风险给定的条件下，最大化期望

收益)。随后，学者们发展出了基于不同的风险测度(如半方差、绝对偏差、 β 系数等)和不

同的投资准则(如最大化几何平均收益率、最大化单位风险收益、安全第一准则等)的众多投

资组合模型。 
与M-V模型，以及由此基础上发展出来的投资组合模型有所不同，本文从新的视角，构

建了RN&I投资组合模型。 

我们将投资决策过程分解为两个问题的求解：1）决定投资对象集，选什么资产进行投

资；2）决定每个资产头寸，多少为优。理性投资者在构建投资组合决定资产头寸时，以追

求效用最大化为目标，寻求风险与收益的最佳均衡点，而风险、效用、最优投资组合都具有

隶属性，所有风险、效用、最优投资组合都依赖于行为主体而存在。为此，我们定义了关于

风险厌恶系数 a、不确定损益 x 和此损益下的概率 ( )XdF x (或 P(X=x))的权重函数

2 ( , , ( ))Xa x dF xφ ，用此权重函数对整个损益分布进行修正，得到经风险调整后的期望超额

收益 RN。基于 RN可用来衡量投资于单位风险资产的风险效益3，根据其值大小来选择投资

对象，本文给 RN 一个特定名称——投资指数。同时在投资指数 RN 的基础上，我们还构造

了与风险暴露(Risk Exposure)相关的风险指数 I，用以衡量效益风险。与传统基于概率损失

的风险测度定义不同(如方差、半方差、绝对偏差、β 系数、风险值 VaR、期望落差 ES、下
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王柱博士和证券金融研究所的廖士光博士、黄峰博士等提供的有益见解和批评。 
1 下文中，将 Markowitz 均值－方差模型简称为 M-V 模型。 
2 本文在这里借用“权重函数”术语，不刻意要求其之和为 1。 
3 风险效益可以理解为经风险调整后的收益(收益/风险比)；效益风险可以理解为经收益调整后的风险(风险/
收益比) 。 
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偏矩 LPM 等)，风险指数 I 是在投资指数 RN基础之上，引入反正切三角函数，根据风险暴

露给投资者带来“S”型风险感受的经济涵义构建而成。投资者可以通过计算投资指数 RN

和风险指数 I，分步解决投资决策过程中的两个问题，最后得到最优投资组合 0 1( , , )nw w w

和组合风险指数 IP。 

2 RN&I 投资组合模型 

1.1 研究问题与研究方法 
影响投资者行为的因素很多，如资金约束、法律约束等，本文研究的主要问题是限于给

定这些客观条件，在不考虑风险资产相关性的前提下，投资者如何权衡收益和风险，决定投

资对象和头寸，形成最优投资组合。研究的方法是通过定义两个工具指标：1）投资指数 RN，

为投资者主观调整后的收益（类似于 Sharpe ratio），用它来衡量风险效益；2）风险指数 I，
刻画了风险暴露给投资者带来的（单位超额收益下的）风险调整，用它来衡量效益风险。最

后通过由投资指数 RN和风险指数 I 构建而成的投资组合模型，解决投资者个人投资决策问

题。 

1.2 M-V 模型在刻画风险方面存在的不足 

从风险测度的角度出发，可以将 M-V 投资组合模型求解过程分解为两步：1）以方差
2σ

来刻画单位资产的风险；2）以线性来刻画风险暴露给投资者带来单位超额收益风险的调整4。

M-V 模型通过第一步完成对单位资产的风险度量，通过第二步完成因风险暴露所带来的风

险调整，最终当组合中各资产的单位收益所承担的风险相等时，得到最优投资组合解。 
 从上面分析可知，M-V 模型在刻画风险过程中存在以下两个不足。 

1）方差
2σ 作为单位资产的风险测度存在的不足 

M-V 模型以方差来度量资产的风险， 

2
2 2 ( ( ))( ( )) ( )X

x E XE X E X xdF x
x

σ
+∞

−∞

−
= − = ∫ 。             （1） 

其中：X 为一资产收益（率）随机变量， ( )XF x 为客观概率分布函数， ( )E ⋅ 为客观概率下

的数学期望算子。（1）式可以解释为：风险测度
2σ 是关于风险事件 ( , ( ))Xx dF x 和权重函数

2( ( ))x E X
x

−
之积的求和。可以看出，M-V 模型在定义风险测度时，排除了风险主体的差

异，假定投资者都是同质的（ homogeneous），且给予风险事件 ( , ( ))Xx dF x 的加权

2( ( ))x E X
x

−
与投资者的风险属性5（如风险偏好等）无关，这就存在一些不足。 

                                                        
4 事实上，运用概率论的技术来测度风险，如果定义了单位资产的风险测度，不同的风险暴露 w(组合中的

各资产投资权重)带来的风险调整也就完全确定了。本文在这里将其分开论述，是启发式的(heuristic)，有助

于理解下文模型的构建。 
5 本文中的投资者风险属性是指投资者风险观。投资者风险偏好是投资者风险属性的一部分。在下文中，
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2）风险暴露给投资者带来的线性风险感受所存在的不足 

 M-V 模型的风险暴露头寸 w 与收益和风险的关系分别为 0( , )w wu 、
2 2

0( , )w w σ ，与收

益调整后的风险关系
2
0 0( , / )w w uσ ，如图 1 所示。 

 
         图 1 M-V 模型相关变量与暴露头寸 w 关系       图 2 (RN,I)与暴露头寸 w 关系 

 从图 1 可以看出，M-V 模型在使用
2σ 测度风险的同时，假设了投资者对于风险暴露的

风险感受是边际递增的，对收益调整后的风险感受是线性的。M-V 模型刻画了经收益调整

后的风险感受是线性变化的一类投资者。显然，现实中风险暴露给投资者带来的风险感受应

该是多样的（线性、非线性等），本文为这种多样性、以及复杂的非线性的风险感受刻画提

供了一种研究方法。我们将引入了反正切三角函数来刻画风险暴露给投资者带来的一簇“S”
型风险感受（如图 2 所示）。“S”型风险感受，可以很好的刻画一阶条件下边际递增、二阶

条件下在某一阀值两边（风险感受的）敏感性递减（diminishing sensitivity）特性，较好地

反映投资者非线性变化的风险感受。 

1.3 投资指数 RN构建 

 首先，定义关于风险厌恶系数 a∈[0,1]6、不确定损益 x 和此损益概率 ( )XdF x 的权重函

数 ( , ( ); ) : [0,1] [0,1]X Xx dF x a Rφ × × → (0, )+∞ ，在此基础上进一步定义投资者主观调整后

的预期收益率——投资指数 RN。 
定义 1（投资指数 RN）：记某一风险资产的收益率为随机变量 X，它具有连续的密度函

数 f(x)，分布函数 FX(x)； 或离散的收益分布 P(X=xi)=Pi，i=1,2…n。定义 

RN= ( , ( ); )( ) ( )X X f Xx dF x a x R dF xφ
+∞

−∞

−∫ 或 RN=
1

( , ; )( )
n

X i i i f i
i

x P a x R Pφ
=

−∑ 。 （2） 

我们将由上式定义的 RN 称之为投资指数。其中， fR 为已考虑持有期的无风险收益率。 

                                                                                                                                                               
简单地以风险偏好或风险厌恶系数来刻画投资者的风险属性。 
6 文中所指的风险厌恶系数可以理解为 Arrow(1970)定义的风险规避系数单调映射到区间[0,1]。在本文中只

研究风险中性(a=0)和风险厌恶型(a>0)两类投资者，a 越大表示投资者越厌恶风险。 

0 

RN, I 

 I

RN 

1 w 

2 2, , /u uσ σ  

0 

   2
0σ  

2
0 0/ uσ  

   u0 

1   w 
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上式中的权重函数 ( , , ( ))Xa x dF xφ 可以选用形式7： 

( , ( ); ) ( , ( ); ) / ( ; )X X X Xx dF x a x dF x a X aφ φ ρ= 。              （3） 

其中， ( ; )X aρ (0, )∈ +∞ 为随机变量 X 的风险测度。当 ( , ( ); )X Xx dF x aφ 满足条件 1）

( , ( ); ) 0X Xx dF x aφ > 和 2） ( , ( ); ) ( ) 1X X Xx dF x a dF xφ
+∞

−∞

=∫ 时， ( , , ( ))Xa x dF xφ 和 RN 将具

有特殊的经济涵义。此时， ( , ( ); )X Xx dF x aφ 相当于对客观概率 ( )XdF x 进行了主观调整，

可以将 ( , ( ); ) ( )X X Xx dF x a dF xφ 理解为主观概率。（3）式中的 ( ; )X aρ ，可以理解为随机变

量 X 在主观概率下的风险测度，于是 RN可以简化为： 

RN
( )( , ( ); )( ) ( )

( ; ) ( ; )
fX X

f X

E X Rx dF x a x R dF x
X a X a

φ
ρ ρ

+∞

−∞

−
= − =∫ 。            （4） 

（4）式中 E 是主观概率下的数学期望算子。由（4）式定义的投资指数 RN，是在投资

者个人的主观概率测度下单位风险可能带来的预期超额收益（相当于 Sharpe 比），可以用它

来衡量风险效益。进一步可以比较一下，在 M-V 模型框架下所定义的投资指数 RN 相对应

的经济涵义。此时，我们取权重函数
2( , , ( )) 1/Xa x dF xφ σ= 时，投资指数 RN相应等于 

RN 2 2

( )1 ( ) ( ) f
f X

E X R
x R dF x

σ σ

+∞

−∞

−
= − =∫ 。                  （5） 

即在 M-V 模型框架下，投资指数 RN 是在客观概率测度下，以方差为风险测度的单位风险

所可能带来的预期超额收益。 
 （2）或（4）式定义了风险资产的投资指数，对于金融市场中具有重要而特殊意义的无

风险资产，我们做出以下相应定义： 

0 0

( ) 0 , ( 0)
( ; ) 0

f
N

E X R
R R R

X aρ
−

= = = > 。              （6） 

00 R< < +∞具有特殊的经济涵义，它蕴涵着这样一个事实：对于一个理性的投资者，

1）他不会为了负超额收益而冒风险 0(R < 0) ；2）他不会为了有限的收益而冒无穷大的风险

0( 0)R ≠ ；3）市场上也不存在无穷大的超额收益或无风险超额收益 0( )R < +∞ 。当投资指

数 RN小于某一心理阀值时，投资者将放弃投资风险资产，转而投资无风险资产，此心理阀

值即为 R0。无风险资产在投资者投资过程中充当了基准参考点。 

                                                        
7 更一般地，(2)式中的权重函数 ( , ( ); )X Xx dF x aφ 起到了类似于等价鞅理论中的测度转换功能，经过它

对资产分布的调整，将风险分布各异的资产去差异化，使得投资者可以通过对各风险资产 RN值的比较，形

成自己的投资偏好集。 
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至此，我们定义了整个金融市场资产的投资指数 RN。根据 RN 经济涵义，投资者可以

通过对各风险资产的 RN 值比较，按照 RN> R0 选择投资对象，以 RN大小来考虑投资的优先

次序，从而形成自己的投资偏好集。 

推论 1：如果某风险资产的 RN 0R≤ ，那么投资者将不会投资于该风险资产。 

RN为我们解决了投资决策过程的第一个问题——投资对象集的确定。 

1.4 风险指数 I 构建 
要确定投资对象集中各资产的头寸，形成最优投资组合，需要我们进一步研究风险敞口

变化所带来风险效益的变化。投资者如果不持有某风险资产（风险暴露为 0），显然它不对

投资组合产生任何实质风险。在这里我们用与自身的禀赋和拥有的风险资产量相关的投资比

重 w，来刻画风险暴露。在研究 M-V 模型刻画效益风险与风险暴露关系的基础上（1.2 节内

容），我们对投资者风险感受与风险暴露之间的关系做如下假设。 

假设 1：关于某一投资指数为
i
NR (> R0) 的资产 i，投资者持有该资产所感受到的风险 ( )I ⋅

随风险暴露w的变化满足条件：1）
( ) 0I
w

∂ ⋅
>

∂
和 2）存在与投资者风险属性相关的某一阀值

(0,1)am ∈ ，使得 

2

2

2

2

( ) 0,

( ) 0,

a

a

I w m
w

I w m
w

⎧∂ ⋅
> <⎪ ∂⎪

⎨
∂ ⋅⎪ < >⎪ ∂⎩

                          （7） 

成立。 
假设 1 中的一阶、二阶条件，分别刻画了现实世界中，投资者随风险暴露变化的风险感

受。一阶条件大于 0，即投资者认为风险随风险暴露增大而增大（与 M-V 模型相同）；二阶

条件下（先大于 0 后小于 0），以 am 为分界点，两边的风险都具有敏感性递减（diminishing 

sensitivity）特性，即投资者认为风险增大的速度随风险暴露的增大先慢慢变大，而后风险

增大的速度又慢慢减小。风险暴露与投资者风险感受 I 关系如图 2 所示，这与 Kahneman 和

Tversky（1979）在不确定条件下的决策研究中，提出的“前景理论”中 S 型价值函数形状

相似。S 型的感受能较好地描述普遍存在于人们之中的那种对拥有量多少所带来的非线性感

受。 

假设 2：对于持有的无风险资产，投资者所感受到的风险 0I 不随持有的权重w变化。 

这个假设基于无风险资产的无风险性，持有的无风险资产权重大小不对该部分的特殊风

险 0I 产生影响。 

由推论 1 可知，投资者的风险资产投资集是 0{ : }N NR R R≥ ，因此在考虑风险暴露 w

与投资者风险感受时，将以 0{ : }N NR R R≥ 为 RN的定义域，表示由无风险资产和风险资产

组成的投资集。这与人们在投资风险资产时，期待比无风险收益更高的回报事实相符。 
结合上述分析和假设，定义可以衡量投资价值和风险大小的指数 I。根据它的经济涵义，
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将其称之为风险指数。 
定义 2（风险指数 I）： 

1( , , , ) { arctan[ ( ) tan( ( 0.5))] 0.5}/f N NI R R w a c a w Rπ
π

= − +        （8） 

式中： 
w：某一金融资产占总投资比重（风险暴露）； 

RN ：由（2）式计算得到的投资指数， 0{ : }N NR R R> ； 

a：投资者的风险厌恶度； 

( )c a ：变形系数。 

( )c a 的大小决定了风险暴露给投资者带来的不同类型的风险感受(如图 3 所示)。 
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具体参数： RN=1,c(a)=0.125;1;8
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c(a)=0.125

 

     图 3 w 与 ( ; )g w α (或风险指数 I )之间的关系 

由假设 2 可知，无风险资产的风险指数 0I 与风险暴露w无关，具有其自身的特殊性8。 

记
1( ; ) arctan[ ( ) tan( ( 0.5))] 0.5g w c a wα π
π

= − + ，在定义域 0{ : }N NR R R≥ 上的风险

指数可归纳为： 

0

0 0

( ; ) /
( , , , ) N N

f N
N

g w R R R
I R R w a

I R R
α >⎧

= ⎨ =⎩
。            （9） 

风险指数 I 的数值的大小，代表了风险的大小和投资价值。人们追求风险系数小（投资

价值大）的资产进行投资。风险指数 I 也兼具有效用函数的一些经济性质——I 相等的资产

对投资者无差异。由（8）式可知，当 0w = 时， 0I = 为最小值，人们似乎可以通过“零” 

                                                        
8 可以证明，无风险资产风险指数 0I 和投资组合的预期超额收益u ，都与个人的风险属性 a 相关，存在某

种关系。在 M-V 模型中，R0与u 的关系满足：
1

0 /( )TI u r V r−= ，其中 r 是由风险资产预期超额收益率

组成的列向量，V 是风险资产的协方差矩阵。在 M-V 模型中，当投资者对投资组合的收益有预期u 时，

就隐性的给定了风险指数 0I 。在本文中不给出具体的定义式，这不影响最优投资组合的求解。 
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( 0w = )投资策略来达到最优，但常常又事与愿违无法做到9。当 1w = 时， 1/ NI R= ，此时

的风险指数 I 就是单位超额收益下的风险。当 ( ) 1c a = 时， ( ; )g w wα = ， / NI w R= ，与

Markowitz 刻画的直线型的风险感受相一致；当 ( ) 1c a > 时，风险感受呈“S”型；当 ( ) 1c a <

时，风险感受呈反“S”型， ( )c a 刻画了不同风险偏好的投资者。风险指数 I 在具有良好特

性的同时，为我们提供了刻画非线性风险感受的手段。 

1.5 RN&I 模型最优解 
命题 1：假设投资者可以以相同的无风险利率借贷，预期的组合超额收益为u ，有 N 个

超额收益率为 ( 1,2, , )ir i n= 、风险指数 0
i
NR R≥ 的资产 iX 和无风险资产 X0 入选投资对

象。那么，当
*

1 2( , , )nw w w 满足条件：  

1）
1

n

i i
i

w r u
=

=∑ 和 

2） 1 2p nI I I I= = = =  

时，投资组合
*

1 2
1

(1 , , , )
n

i n
i

w w w w
=

−∑ 就是最优投资组合。 

上述的结论是显而易见的，因为命题 1 事实上是最小化风险/收益或最大化收益/风险

（Sharpe ratio）的一种论述，等价于 Markowitz 均值－方差最优化。在满足预期收益目标u
条件下，当组合中所有资产的风险指数相等(无差异)时达到最优。 

1
1

1

0
1

1{ arctan[ ( ) tan( ( 0.5))] 0.5}/

1{ arctan[ ( ) tan( ( 0.5))] 0.5}/

1{ arctan[ ( ) tan( ( 0.5))] 0.5}/

1

p N

i
p i N

n
p r N

n

i i
i

r

i
i

I c a w R

I c a w R

I c a w R

w r u

w w

π
π

π
π

π
π

=

=

⎧ = − +⎪
⎪
⎪
⎪

= − +⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ = − +
⎪
⎪
⎪ =
⎪
⎪
⎪ = −
⎪⎩

∑

∑

           （10） 

RN&I 投资组合模型的最优投资组合求解步骤，可以分为以下几步： 

                                                        
9 这里隐含了一个前提条件，即投资者的投资额度( 1w = )必须全部用完，同时还要满足投资者的预期超额

收益u 。 
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1）用历史数据估算资产的收益分布（参数、非参数估计等方法）。 
2）根据投资者个人的风险属性，确定无风险资产投资指数值 R0，选用适当的权重函数

( , , ( ))φ Xa x dF x ，由（2）式计算各资产的投资指数值 ),2,1( niRi
N = 。 

3）根据投资者风险属性，确定变形系数 ( )c a ，由（9）式和命题 1 得到方程组（10）。 

方程组（ 10）共有 n＋ 2 个方程和 n＋ 2 个 0 1 2( , , , ; )n pw w w w I 未知数，在

1 2 nR R R≠ ≠ ≠ （如果存在 (1 )i jR R i j n= ≤ ≠ ≤ ，可以将资产 Xi、Xj 视为同一资产，进

行合并）条件下，由反正切函数的单调性可知，存在唯一解 0 1 2( , , , ; )n pw w w w I 。当 pI 满

足等式 {arctan[(tan ( 0.5)) / ( )] / 0.5}i
N p ii

R I c a r uπ π− + =∑ 10时， 

arctan[(tan ( 0.5)) / ( )] / 0.5, 1, 2, ,i
i N pw R I c a i nπ π= − + =        （11） 

就是最优化投资组合解析解，Ip 为投资组合的风险指数。 

3 RN&I 模型与 M-V 模型的异同 
 本文模型与 M-V 模型既有不同之处，也有相似点。 

1）本模型通过引入反正切三角函数和变形系数 ( )c a ，提供了刻画投资者对收益调整后

的“S”型风险感受簇，是对 M-V 模型线性风险感受的一种扩展和补充。 
2）对于一个 100 万的风险，拥有不同初始禀赋 90 万和 1 亿的两位投资者，显然对此风

险感受是不同的。在 M-V 模型中，投资者的初始禀赋不对投资决策产生影响。在本文模型

中，初始禀赋变量虽然没有直接进入投资指数和风险指数定义式中，但是它通过影响投资者

的风险厌恶系数 a 而对投资决策产生影响。  
3）M-V 模型在刻画风险时没有考虑风险具有隶属性，相当于做了市场投资者风险同质

性（homogeneity）的假设。虽然在最后求解某一最优投资组合时，可以融入投资者异质性

（heterogeneity）的效用函数，但是并不能改变风险不具有隶属性的缺陷。本文模型通过引

入风险厌恶系数 a，弥补了 M-V 模型在刻画风险方面的不足，不过也增加了如何确定权重

函数 ( , , ( ))φ Xa x dF x 、变形系数 ( )c a 的困难。 

4）虽然 RN&I 投资组合模型和 M-V 模型有众多的不同之处，但是只要对 RN&I 模型选

择适当的权重函数和变形系数，经过去除主观性因素，RN&I 模型就可退化成 M-V 模型。

因为在风险的刻画上，当
2( , , ( )) 1/Xa x dF xφ σ= 和 ( ) 1c a = 时，RN&I 模型刻画的风险与

M-V 模型完全一样。此时
2/i i iR r σ= 、 / i

i i NI w R= ，即为 M-V 模型所定义的风险暴露 iw 下

经超额收益调整后的风险
2 /i i iw rσ （Sharpe ratio 的倒数）。同时，RN&I 模型和 M-V 模型在

最优化投资组合的构建上也是完全一致的，即最小化风险/收益或最大化收益/风险（Sharpe 

                                                        
10 可以利用计算机迅速计算得到 pI 。 
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ratio）等价于均值－方差最优化，最终 RN&I 模型的最优解(11)式 

2 1
1( ( ) 1) ( )i

i N p i iT

uw c a R I r
r V r

σ −
−= = = （

1/( ), 1, 2, ,T
pI u r V r i n−= = ） 

也是 M-V 模型的最优解。 

4 总结与展望 
本文通过将投资决策分解为两个决策过程，构建了基于投资指数 RN 和风险指数 I 的

RN&I 投资组合模型。本模型从投资者自身角度出发，解释了投资者投资行为，刻画了投资

者选什么和选多少的投资决策过程，阐述了投资者形成最优投资组合的机理，为投资者提供

了最优组合解。 
与 M-V 模型，以及由此基础上发展出来的投资组合模型不同，本文从新的视角提供了

一种新的思路和方法。本模型通过投资者风险厌恶系数 a，将投资者个人的差异带入到决策

变量之中，同时引入反正切三角函数来刻画风险暴露给投资者带来的“S”型风险感受，为

复杂的非线性风险感受刻画提供了方法。 
由于篇幅有限，本文的研究对象局限于风险中性和风险厌恶型的投资者（a≥ 0），同时

没有考虑风险资产间的相关性11，更一般性的讨论有待于进一步展开。 
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